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Abstract

This thesis describes a dense visual odometry and 3D reconstruction sys-
tem. The system makes no prior assumptions about the camera motion, and it uses
a disparity map obtained from successive stereo image pairs to estimate the camera
motion and the 3D reconstruction of the explored environment. The system has been
tested with virtual environments and real indoor environments. Results are visualized

i a graphical interface which was developed during this project.

Resumen

En este trabajo se describe un sistema para reconstruir una escena tridimensional
y encontrar la odometria de un par de cdmaras usando solo la informacion prove-
niente de éstas. El sistema utiliza el mapa de disparidades que se obtiene de cada par
de imdgenes en una posicion de referencia para encontrar la profundidad por medio
de los parametros intrinsecos de la camara. Una vez que se obtiene la profundidad en
la referencia se compara con el mapa de disparidades del siguiente par de imdgenes
con el objetivo de que el sistema estime el movimiento de la cdmara, y al mismo
tiempo construir la escena en tres dimensiones. Este sistema se ha probado usando
entornos virtuales y entornos de interior reales. Los resultados se visualizan en una

interfaz grdfica, la cual se desarrollé para este proyecto.

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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CAPITULO 1

Introduccion

Contenido
1.1. Estadodel Arte . . . . . . . . .. i e

1.2. Motivaciones y Aportaciéon . . . . . . . .. ... o0

1.3. Objetivos . . . . . ¢ o i v i i i e e e e

N O oN

1.4. Organizaciéon del Documento . . ... ... ... .....

La navegacion auténoma de un robot moévil ha sido uno de los temas més explo-
rados por la comunidad cientifica en todo el mundo. La principal razén por la que
surge esta linea de investigacién se debe a la necesidad de explorar lugares que son de
alto riesgo para un ser vivo o lugares pequenos donde el ser humano no puede entrar.
Estas razones han llevado a investigadores a pensar en sistemas electromecanicos que
puedan tener facilidad de movimientos y percepcion. Estos sistemas, llamados robots,
iniciaron una revoluciéon que se refleja en vastas investigaciones y desarrollos para
lograr su autonomia. Para lograr la percepcion del robot se inicié con el desarrollo
de dispositivos electronicos que convierten una sensacién en senales que puedan ca-
racterizarse, estos dispositivos son llamados sensores. En la actualidad existe una
amplia variedad de sensores basados en el avance tecnolégico para lograr una buena

percepcion.

Los sensores se han utilizado para lograr la interaccién del robot y el ambiente,
no obstante las senales adquiridas por los sensores requieren ser procesadas de tal
manera que el robot pueda tomar decisiones basadas en éstas. Generalmente la
decisién no solo se basa en un filtrado de la senal, sino en algoritmos inteligentes.
Los movimientos del robot no solo se basan en sensores que perciben el ambiente,

también se consideran los factores inherentes al robot, como es el deslizamiento de las
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ruedas y el tipo de superficie por el cual se mueve. Estos tltimos factores pueden ser
corregidos tomando un muestreo de las sefiales para estimar la posicion y orientacion
del robot con base en un estado inicial. La estimacion de la posicién y orientacion
se le conoce como odometria y se calcula con base a un sensor o la conjuncién de
dos o més sensores. Por ejemplo, el dispositivo kinect de Microsoft® estd compuesto
por una camara a color y dos sensores de profundidad que usan un laser infrarrojo,

logrando una reconstrucciéon 3D del area de visién.

En este proyecto se pretende realizar el calculo de la odometria de un robot
basdandose en un sensor muy completo, el sensor visual. Este ofrece la ventaja de
captar una gran cantidad de informacion del entorno, similar al sistema de vision
humano. La informacién que proporciona este sensor es necesaria para estimar el
movimiento del robot. En este proyecto, ademés de buscar calcular la odometria en
una trayectoria por la cual se desplaza el robot, se obtendra la reconstruccién 3D del
entorno que se observa durante dicha trayectoria. La reconstruccién de este entorno
es posible gracias a la visién estereoscépica, logrando un mapeo 3D el cual también
se describe a detalle en esta tesis. En la siguiente secciéon se presentan trabajos

relacionados con este proyecto.

1.1. Estado del Arte

Las referencias relacionadas con la odometria visual comienzan desde la década
de los setentas, cuando se desarrollé el robot Hilare [Giralt et al., 1979] en el LAAS
(Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes). En él, se propuso un sistema
para estimar la trayectoria del robot sensando obstaculos con forma de poliedros.
Para encontrar la trayectoria optima y llegar a un objetivo, se usé la proyeccion
de los obstaculos en el piso como referencia. El sistema del Hilare se compone de
un sistema robdtico diferencial que con la ayuda de una cadmara y un ldser (range
finder) logran la percepcién de un entorno estructurado. En el mismo ano de esta
aportacion, se presenté un trabajo para lograr la construccién de un mapa de un

entorno por el cual se mueve un robot en configuracién Ackerman, como se observa

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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en la Figura 1.1. El robot tiene la ventaja de que solo usa una cdmara para lograr
construir el mapa de su entorno. La publicacién de este trabajo lleva por nombre
Visual Mapping by a Robot Rover [Moravec, 1979]. Este robot usa un sistema de
una camara montada sobre un mecanismo que ayuda a que ésta se pueda mover de
manera horizontal en diferentes posiciones con un paso de deslizamiento horizontal
de 6.4 cm, lo cual hace posible que se obtengan varias imagenes del mismo entorno.
Este cambio en la posicion de la cdmara fue de gran ayuda para lograr la localizacion
de caracteristicas en las imagenes por medio de la correlacién de cada secuencia de
imégenes, logrando asi el principio de un sistema binocular calibrado para encontrar
la profundidad. El cumplimiento de los objetivos es lento debido a los cambios de

posicién en la cdmara, pero ha sido la base para el desarrollo de trabajos posteriores.

Figura 1.1: Robot Stanford Cart.

Hasta ese momento solo se habian desarrollado sistemas monoculares, poco tiem-
po después comenzoé a experimentar con sistemas binoculares. Matthies comenzé a
usar este tipo de sistemas para lograr la navegacion de un robot. En uno de sus prime-
ros trabajos [Matthies and Shafer, 1987] se presenta la metodologia de la navegacién
basada en un par estéreo en un entorno de interior; el trabajo presenta resultados
que logran una precision del 2 % en una distancia de 5.5 m con 55 pares de imdgenes.
Matthies en su tesis de doctorado titulada Dynamic Stereo Vision [Matthies, 1989
presentd un sistema binocular montado sobre un robot para estimar el movimiento
del mismo basado en el rastreo de puntos de interés en 3D (landmarks). En este

trabajo de Matthies se define la tarea de estimacion del movimiento que realiza el

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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movil como un problema estadistico. También se implementé un algoritmo para la
relacion de intensidades basado en un modelo Bayesiano con el fin de obtener la

informacién de la profundidad en cada secuencia de imagenes.

Los trabajos sobre la odometria visual fueron avanzando conforme a la necesidad
de ser mas precisos en el calculo de la estimacién de la trayectoria. Uno de los pro-
blemas que requiere de gran precisién se encuentra en los robots para la exploracién
espacial. Matthies comenzd a hacer pruebas de odometria visual en este ambito con
el prototipo llamado Rocky 7 [Olson and Matthies, 1998] en el cual se formul6 la lo-
calizacion como un problema estadistico. Este trabajo presenta una solucién basada
en la maxima verosimilitud de un sistema estéreo, generando resultados con gran
exactitud en la localizacién. Este trabajo se extendié en la publicacién de [Olson
et al., 2003] donde se presenta el algoritmo para la navegacién usando ego-motion
(odometria visual) que fue diseniado para modelar el error de la relacién estéreo como
una distribucién normal. Esto ayudé a que el error en la posicién no afectara en la

precision de la distancia recorrida por el robot explorador.

En la navegacién también se desarrollé la odometria visual, de tal manera que se
implemento un sistema binocular para lograr la “Localizacion y Mapeo Simultaneo”
(SLAM, en Inglés) en dos y tres dimensiones. Una publicacién que presenta lo antes
descrito se encuentra en [Nistér et al., 2004] donde se compara la precisién de la odo-
metria visual con dos tipos de Sistemas de Posicionamiento Global (GPS), diferencial
e inercial, presentando resultados cuantitativamente muy buenos en comparacion a

estos sistemas.

Las evidencias de que la odometria visual es de gran ayuda para la localizacién y
mapeo de un robot se observan en aportaciones recientes. Para el SLAM 3D en [Le-
maire et al., 2007] se presentan dos enfoques que abordan el problema usando visién
artificial: visién estéreo e imédgenes de una sola cdmara. Ambos enfoques utilizan un
algoritmo robusto para la relaciéon de puntos de interés que trabaja en entornos de
interior y exterior. El enfoque basado en la estéreo visién es una implementacién

clésica del SLAM y el otro enfoque monocular presenta una nueva manera de buscar

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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puntos de interés. Se analizan los dos métodos propuestos y se presentan resultados

con un robot explorador y con un pequeno dirigible (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Mapa con estéreo visién densa y estéreo SLAM para la trayectoria (cua-
dros de 10 m) [Lemaire et al., 2007].

En anos més recientes, [Geiger et al., 2011] han propuesto un nuevo enfoque
para la reconstrucciéon 3D de mapas en tiempo real, usando secuencias de image-
nes en alta resolucion provenientes de un par estéreo. Este algoritmo se apoya en
recientes avances de la relacién estéreo y una odometria visual basada en carac-
teristicas (esquinas y puntos de interés). La generacién de la reconstruccién 3D en
esta publicacién (ver Figura 1.3) tiene un desempeno en su odometria de 25 fps y el
mapa de profundidad a una razén de 3-4 fps. Este tipo de sistemas también tiene la
ventaja de la velocidad de los microprocesadores actuales y la gran potencia de la

computadoras.

Actualmente se siguen ampliando los horizontes de la velocidad en la reconstruc-
cién 3D con el uso de la vision al utilizar la tecnologia de unidades de procesamiento
grafico de alto rendimiento, como la Arquitectura de Dispositivos de Cémputo Uni-
ficado (CUDA, por sus siglas en Inglés) que contiene un conjunto de instrucciones en
C desarrolladas por NVIDIA®. Esto sin duda hard que se tenga un gran avance en
cuanto a velocidad de procesamiento los algoritmos de visién artificial en un futuro

no muy lejano.

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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Figura 1.3: Resultados de la reconstruccién 3D en tiempo real [Geiger et al., 2011].

1.2. Motivaciones y Aportacién

Las aportaciones que proveén los trabajos citados en la seccién anterior son solo
algunos de los muchos trabajos relacionados con la odometria visual y la reconstruc-
cién 3D. En la actualidad, uno de los aspectos que se desea mejorar es la rapidez en
el calculo de la odometria visual. En este proyecto se propone un sistema eficiente
para la estimacion de la odometria visual, tomando la mayor cantidad de infor-
macién visual posible proveniente de un par estéreo y, mediante esta informacion
visual, realizar la reconstruccién 3D del entorno del sistema. Otra propuesta para
este proyecto es la creacién de entornos virtuales para probar la eficiencia y eficacia
del sistema mencionado. Ademds, también se presenta una interfaz grafica multipla-
taforma para la visualizacién e interaccién con los resultados de la odometria visual

y reconstruccién 3D.

1.3. Objetivos

Para lograr el sistema planteado, se establecieron los siguientes objetivos:

= Adquisicién de las imagenes de un entorno.

= Obtencién de la odometria visual.

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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= Reconstruccion 3D del entorno.

s Anélisis de resultados.

Odometria

Imagen izquierda  Imagen derecha

Reconstruccion

G ”

Figura 1.4: Sistema esencial del proyecto.

De forma esquematica los objetivos se muestran en la Figura 1.4. Una vez se
logren las, se tiene como otro objetivo aplicar un post-procesamiento a la nube de
puntos que genere la reconstruccion 3D. Esto con la finalidad de lograr fluidez en la
manipulaciéon del entorno 3D dentro de una interfaz grafica para la interacciéon con

los resultados.

1.4. Organizacion del Documento

El manuscrito de esta tesis estd dividido en cuatro etapas. La primera etapa es
la generacion de una secuencia de imagenes en una trayectoria conocida, dentro de
ambientes virtuales, haciendo el uso del modelo pin-hole [Faugeras, 1993] para cada

camara de un par estéreo. En la misma etapa también se adquiere una secuencia de

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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imédgenes de un par estéreo real, y no se consideran factores como el deslizamiento

de las ruedas y la friccién para estimar la trayectoria.

Usando los datos adquiridos en la primera etapa se genera el mapa de disparida-
des de cada par estéreo en la segunda etapa, y usando los pardmetros de calibracion
se genera la reconstruccién 3D de cada pareja de imagenes. En la tercera etapa se
describe el calculo de la odometria de la cAmara basado en homografias [Faugeras,

1993] usando un método de minimizacién eficiente de segundo orden [Malis, 2004].

A partir de las herramientas descritas, el sistema de este proyecto puede localizar-
se en un entorno y al mismo tiempo hacer el mapeo 3D del mismo. La visualizacion
de la reconstruccién 3D se describe en una cuarta etapa en donde se desarrolla una
interfaz grafica para observar los resultados e interactuar con ellos. En esta etapa
también se realiza un post-procesamiento de los puntos en la reconstruccion 3D con
el fin de obtener mejores resultados. En la dltima parte del manuscrito se presentan

las conclusiones y trabajo a futuro.

En el siguiente capitulo se presentan la creacion de entornos virtuales para la
generacion de imagenes en una trayectoria definida y la adquisicién de imagenes en

entornos reales sobre una trayectoria.

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato



CAPITULO 2

Entornos de Navegacion

Contenido
2.1. Entorno Virtual ... ... ... ... ..., 9

El entorno es un conjunto de elementos que caracterizan a un sistema fisico. Un
sistema auténomo, al igual que los humanos, percibe los elementos del entorno en el
que se encuentra. Para lograr una navegacion eficiente, es necesario conocer los dos
tipos de entornos, el real, que es una escena del mundo, y el virtual, que se construye
graficamente por medio de un modelo ideal. El entorno virtual sera la referencia en la
cual conocemos todos los parametros del entorno, asi es posible medir el desempenio
de lo estimado con lo que se conoce idealmente. El entorno real sera la base en la
cual se tienen factores, como el de un movimiento en el que influyen fuerzas externas

o pardmetros, como el cambio de iluminacion en la escena.

Es necesario mencionar que en los dos tipos de entornos se genera una secuen-
cia de imagenes que serad utilizada para el calculo posterior de la odometria y la

reconstruccion 3D.

2.1. Entorno Virtual



CAPITULO 3

Estimacion de la Odometria y

Reconstruccion 3D

Contenido
3.1. Mapa de Profundidad . . . .. ... ... .......... 10

En el Capitulo 2 se hablé de la adquisicién de las imagenes de un entorno virtual
y uno real. En este capitulo se explicaréd el método para el calculo de los puntos 3D
sobre una trayectoria, usando la geometria para el calculo del mapa de profundidades
de cada pareja de imagenes. También se describe el método para obtener la odometria
visual con base en la secuencia de las imagenes. En el comienzo de este capitulo se
describe la metodologia para obtener la profundidad con base en una pareja de

imagenes adquiridas desde el par estéreo.

3.1. Mapa de Profundidad

La percepcién de la profundidad en la vision humana se basa en la comparacién
entre las imagenes provenientes de los dos ojos. Fusionando las dos imdgenes en el
cerebro se obtiene la sensacién de la profundidad. Un tema que ilustra esta habilidad

de la mente humana son los estéreogramas’.

1Una imagen bidimensional que cuando es vista apropiadamente crea la impresién de profundi-
dad [Levine and Priester, 2008].

10



3.1. MAPA DE PROFUNDIDAD 11

La estéreo visiéon trata de imitar la percepcién de la profundidad. La idea de esto
es usar dos cdmaras (sistema binocular) que estén dirigidas hacia la misma escena de
manera similar a los ojos del humano. La diferencia de la posicién entre las camaras
estd directamente relacionada con el cédlculo de la profundidad. La busqueda de la
relacion entre una imagen y otra no es una tarea facil, pero la complejidad puede
ser reducida por andlisis geométrico de la configuracién del sistema. La geometria

para describir la estéreo visién es llamada geometria epipolar.

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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Visualizacion de la Odometria y

Reconstruccion 3D

Contenido
4.1. Estructura de la Interfaz Gréafica . ... .. ... ..... 12

En este Capitulo se describe el desarrollo de una interfaz grafica que permite
visualizar los resultados de la odometria y de la reconstruccién 3D de manera in-
teractiva. También se describe el post-procesamiento de la nube de puntos con la
finalidad de obtener mejores resultados del entorno reconstruido. Al final de este

capitulo se presentan los resultados finales de este trabajo.

4.1. Estructura de la Interfaz Grafica

Una interfaz gréfica es una herramienta que permite al usuario interactuar con
datos, formulas o graficos. Existen herramientas de desarrollo de interfaces graficas
como Visual Studio®, GTK, GLADE, entre otras. La mayoria de ellas solo son
compatibles con un sistema operativo, en cambio Qt [Dalheimer, 2002; Nokia, 2011],
es un sistema de desarrollo de interfaces graficas en C++ y es la base de este proyecto
por su portabilidad entre las tres principales plataformas en la actualidad (Windows,
Linux y Mac OS X).

12
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El ntcleo de desarrollo de Qt contiene elementos interactivos como botones,
etiquetas, sub-ventanas, manejos de cadenas, widgets ' y otros elementos de gran
utilidad para lograr la interaccién entre humano y computadora (IHC). Una ca-
racteristica de Qt que es atractiva para los desarrolladores es la integraciéon con
bibliotecas externas, lo cual también es de gran ayuda para este proyecto debido a

que es necesario un motor grafico para lograr el desplegado de la nube de puntos.

!Elemento de la interfaz gréfica que despliega informacién establecida y que puede cambiar el

usuario (e.g., caja de edicién de texto o una ventana).

Liliana Caritina Orozco Pérez Universidad de Guanajuato
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Conclusiones

En este proyecto de tesis se implementé una metodologia para la reconstruccién
3D y la odometria visual. El método fue probado en entornos virtuales y entornos
reales. El entorno virtual fue de gran apoyo para comprender cémo es que estd com-
puesto un entorno y para observar las caracteristicas ideales que deben tomarse
en cuenta en el entorno real. Los entornos reales solo fueron adquiridos en un am-
biente de interior, es decir con iluminacién controlada y sin grandes protuberancias
en el suelo. La calibracion de las cdmaras fue una parte esencial para encontrar los
parametros intrinsecos y extrinsecos del sistema estéreo. Otro elemento fundamental
en el entorno real y para la correspondencia de imégenes fue la rectificacién de cada

pareja de imégenes donde se utiliza el algoritmo basado en [Fusiello et al., 2000].

Una vez que se tenian las adquisiciones de los dos entornos se procedi6 a realizar
la implementacién de algoritmos de busqueda de correspondencia de intensidades.
El sistema de busqueda que se usé fue un sistema robusto y eficiente que, como se
menciona en [Geiger et al., 2010], también puede programarse de forma paralela para
su implementacién en hardware. Este método de correspondencia fue una eleccion
clave para obtener la profundidad de cada pareja de imagenes. Cuando se obtuvo la
profundidad se logré encontrar las coordenadas estimadas de los puntos en 3D, a lo
cual se le llamé nube de puntos. La profundidad no solo se usé en ese caso, sino que

también fue un parametro primordial para la estimacion de la odometria.

La estimacién de la odometria se baso en la optimizacion de una funcién tal que
se obtuvieran los parametros de rotacion y traslacién. Los parametros en los que se
basé la funcién fueron la profundidad y la intensidad de los pixeles de la imagen

izquierda. La base para la optimizacion fue el método de la ESM que resulté ser

14
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un método de minimizaciéon que logra que la funcién de costo converja en pocas
iteraciones, lo que significé menor tiempo en la estimacién de los parametros éptimos.
Al tener los parametros que provienen del sistema de estimacion de la odometria fue
necesario observarlos en conjuncién con cada nube de puntos. Esta unién generé la
reconstruccién 3D del entorno y para visualizarla se decidi6é usar una interfaz grafica

que la interaccion con la misma.

La interfaz grafica se disené en Qt que resulté ser una herramienta de desarrollo
simple de usar e intuitiva. A esta interfaz se le anadié un motor grafico llamado
OGRE, que fue la base en la interfaz para desplegar la reconstrucciéon 3D y la odo-
metria visual. Una vez que se puede visualizar la reconstruccién 3D se observé que
se existian imperfecciones debido al calculo del mapa de disparidades. Estas imper-
fecciones se pudieron corregir por medio de una biblioteca llamada PCL que fue
de gran ayuda para realizar dos filtrados de las nubes de puntos. La biblioteca de
PCL no solo se uso para el filtrado, también fue la base para la triangulacién de los
puntos para hacer la reconstruccién 3D una malla y no saturar la memoria grafica

desplegando millones de puntos.

El proyecto de tesis se concluyé con buenos resultados como se muestran en
los capitulos anteriores, pero el sistema aun no es 6ptimo. Es posible que se deban
considerar entornos reales de exterior y optimizar los procesos para ahorrar tiempo.

Esta es la razon por la cual se sugieren trabajos a futuro.

5.1. Trabajo a Futuro

Los trabajos a futuro que se presentan es esta seccién se consideran extensiones
del mismo, a fin de obtener un sistema mas robusto y més completo. Para mejorar
el trabajo de este proyecto es necesario considerar los elementos que se listan a

continuacion:
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» Implementacion en GPU. La implementacién en GPU del mapa de disparida-
des aceleraria el proceso notablemente. Sistemas que se han implementado en
GPU logran la aceleracién de su sistema hasta cuatro veces con respecto a la

implementacién en CPU dependiendo de los niucleos utilizados.

= La autocalibracion del sistema estéreo. Implementar un algoritmo de calibra-
cién que permita recalibrar el sistema haciendo uso de la informaciéon que
adquiere de forma continua. Al implementar la autocalibracién se asegura que
las mediciones realizadas no serdn alteradas por factores como los movimien-
tos bruscos del sistema o cambios de temperatura. Haciendo esto, se obtiene

la disparidad y la profundidad con menor error.

= Considerar cdmaras de mayor dngulo. Las cdmaras con un angulo de visién
amplio, como las cdmaras panoramicas y las cAmaras omnidireccionales, permi-
ten que la exploracién dentro de un entorno se realice en menos movimientos
que al usar camaras perspectivas. Con este tipo de cdmaras se ahorraria el

numero de tomas para la reconstruccion 3D de un entorno.
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APENDICE A

Jacobiano Actual y Jacobiano de

Referencia

A.1. Jacobiano Actual

El Jacobiano actual es la derivada de la funcién de costo que se definié en el
Capitulo 3,

I'(w(TT(x), Z(u,v),p(u,v))) — I(p(u, v))

evaluada en x = 0, entonces la expresion para calcular la derivada es la siguiente,

Je = Vo I'(W(TT(x), Z(u, ), p(u,v))) = (P(u, ) }x=0

La funcién I’ se puede expandir de la siguiente manera:

A~ ~ ~ A

I'(w(TT(x), Z(u,v),p(u,v))) = I'(w(T, Z(u,v), w (T, Z(u,v), w(TT(x), Z(u,v), p(u,v))))

Si se propone q = w— (T, Z(u,v), w(TT(x), Z(u,v), p(u,v))). Entonces si deriva-

mos I’ usando la regla de la cadena obtenemos,

17



A.1. JACOBIANO ACTUAL 18

oI'(w(T, Z(u,v),q)) _ or'(w(T, Z,q)) ow (T, Z(u,v), w(TT(x), Z(u,v), p(u,v)))
ox 0x ox

X=X q=p x=0

La primer parte de esta derivada es un vector de (1 x 2) y que puede ser calculado
directamente de la informacion en la imagen actual. En la segunda parte sustituimos

r = w(TT(x), Z(u,v),p(u,v)) y es derivada de la siguiente manera,

ow (T, Z(u,v),r)
0x

ow (T, Z(u,v),r)
or

Ahora, de la primer parte de esta ecuacién se puede observar lo siguiente,

-1
ow (T, Z(u,v),r)
or

r=p’

Esta derivada es una matriz de (2 x 2) la cual representa la variacién de coor-
denadas para un punto p’ en la imagen actual relativa a un punto p en la imagen
de referencia. Para calcular esta derivada es necesario que se tenga bien definida la

funcién warping,
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Entonces, esta derivada se realiza de la siguiente manera,

on
oy

v

oy 0Z(u,v)
07z

7—z 0P

Oy
pP=u,v an_l

8n_1
op

p:uvv]

La segunda parte de la Ecuacién A.1 al sustituir la definicién de la funciéon warping

y=d’ n~—l=q

es,

x=0

Entonces la derivada de esta segunda parte es calculada usando la regla de la cadena

como sigue,

o
o

Oy
g OT(x)

IT(x)

T(x)=I ox

x=0

Al terminar de calcular esta segunda parte de la Ecuacién A.1 es posible escribir

la expresion para el Jacobiano actual de la siguiente manera,

~1
3 _or [on v 0Z (u,v) N 0y on~!
© 0q \ Oy veq | 92727 0P |pmuw on~t p1=q OP |peus
on oy 0T (x)
i A2

En la siguiente seccion se deduce el Jacobiano de referencia que se calcula con

base en una posicion de referencia.
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A.2. Jacobiano de Referencia

De la misma forma como fue obtenido el Jacobiano actual, el Jacobiano de re-
ferencia se calcula por medio de la derivada de la funcién de costo cuando x = x.

Entonces la expresién para calcular la derivada es la siguiente,

JT - VQT{I/(W(TT(X)a Z(uv U)v p(U, ’U))) - I(p(ua U))}X:i
La funcién I’ se define de la siguiente manera:

I'(w(TT(x), Z(u,v),p(u,v))) = I'(W(T, Z(u,v),q))

Donde q = w (T, Z(u,v), w(TT'T(x), Z(u,v), p(u,v))). Si el incremento éptimo

X es la solucién exacta, entonces es posible verificar que T = T~!T.
Como en el Jacobiano actual, si derivamos I’ usando la regla de la cadena obtenemos,

oI'(w(T, Z(u,v),q)) _ or'(w(T, Z,q)) ow YT, Z(u,v),r)
ox . ox ox -

X=X q=p X=X

Una vez més se conoce que la primer parte de esta derivada es un vector de (1 x2) y
que puede ser calculado directamente de la informacién en la imagen de referencia.
Ahora si r = w(TT'T(x), Z(u,v), p(u,v)) la segunda parte de la derivada una vez

mas se descompone en dos partes,

ow YT, Z(u,v),r) ow YT, Z(u,v),r) Ow(TT'T(x), Z(u,v), p(u,v))

ox - or p ox
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Ahora, de la primer parte de esta ecuacién se puede observar lo siguiente,

ow (T, Z(u,v),r)
or

r=p’

Esta derivada es una matriz de (2 x 2), la cual representa la variacién de coor-
denadas para un punto p’ en la imagen actual relativa a un punto p en la imagen
de referencia. Para calcular esta derivada es necesario que se tenga bien definida la

funciéon warping como en el actual Jacobiano,

or r—p Or r—p
Entonces, esta derivada se realiza de la siguiente manera,
an oy 0Z (u,v) 0y o1
Mlyeq | 92122 0P lpmup O nt=¢ P lp=uo

La segunda parte de la Ecuacién A.3 al sustituir la definicién de la funcién warping

es,

OW(TT_lT(X), Z(u,v), p(u,v))
0x
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Entonces la derivada de esta segunda parte es calculada usando la regla de la cadena

como sigue,

on
Oy

v
g OT(x)

OT(x)

T(x)=T ox

X=X

Al terminar de calcular esta segunda parte de la Ecuacién A.3 es posible escribir

la expresion para el Jacobiano de referencia de la siguiente manera,

-1
3 _ oI [ oy oy 0Z (u,v) oy on~t
" 0q \ Oy = 0Z\,_, Op p—u on~1 —— op p—u.v
on oy 0T (x)
— (A.4)
O |y—q 0T(x) Tx)=T X |x=x
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